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J’exposerai deux algorithmes, le premier porte sur la factorisation absolue des polynomes
paramétriques et le deuxiéme sur la résolution des systemes algébriques paramétriques zéro-
dimensionnels. Notons que le deuxieme sera utilisé comme sous-algorithme du premier.

1.1 Factorisation absolue des polynémes paramétriques

Etant donné un corps commutatif F' de caractéristique quelconque p > 0 et un polyndéme
paramétrique f € Fluy,...,ur, Zo,...,%Zy] ou les variables v = (ui,...,u,) sont des
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parametres qui peuvent prendre des valeurs dans ’espace P = F qui sera appelé 'espace
des parametres. La question posée est d’obtenir une factorisation absolue de f qui est val-
able pour une valeur générique des parametres. Celle-ci est obtenue par un algorithme qui

décompose ’espace des parametres P a

dO(nr2d2)
ensembles constructibles ¢ deux a deux disjoints qui vérifient:

1) Chaque U est donné par ses équations et ses inéquations de degrés bornés par

JO(@)
2) Pour chaque U l'algorithme calcule s polynomes G; € F(C,u)[Zy,...,Z,) (1 <j<s<d)
et un polynéme x € F(u)[C] ou C est une nouvelle variable. Pour toute spécialisation

des parametres a = (a1,...,a,) € U, il existe ¢ € F, racine de x(* € F[C] ( aucun des
dénominateurs des coefficients de x ne s’annule en a ) qui vérifie:

- Aucun des dénominateurs des coefficients de G; ne s’annule en (c,a).

- dego(Gy), dege(x) < d°9D.  deg,(Gy), deg,(x) < dO@) (le degré d'une fonction
rationnelle est le maximum de degrés de son numérateur et de son dénominateur ).

- La factorisation absolue du polynéme f® := f(a1,...,ar, Zo,...,Zn) € F|Zo, ..., Zy] est
donnée par:

k.
flo) = H (G;.C’a)> g GS-C’Q) =Gj(c,an,...,ar, 2o, ..., Zy) est absolument irréductible.
1<j<s



En particulier, le nombre des facteurs absolument irréductibles distincts de f(*) est constant
sur U et il est égale a s. Le vecteur de multiplicités (ki, ..., ks) est le méme pour tout a € U.

Cet algorithme est basé sur le lemme de Hensel, ’élimination des quantificateurs dans
la théorie des corps algébriquement clos et sur I'algorithme suivant:

1.2 Résolution des systemes algébriques paramétriques zéro-dimensionnels

Soient fi,..., fx € Fluy,...,ur, Xo, X1,...,Xy] des polyndémes paramétriques homogenes en
Xo, X1,..., X, de degré < d chacun, soit d une borne supérieure des degrés de fi,..., fi par
rapport aux parametres u = (uq,...,u,). La question posée ici est de décrire les solutions
du systeme f; = --- = fr = 0 qui sont valables pour une valeur générique des parametres.
On s’intéresse ici seulement au sous-ensemble V de P qui est formé par les parametres a € P
tel que le systeme fl(a) =...= f,ga) = 0 est de dimension zéro et n’admet pas de solutions a
linfini, i.e la variété V(@) .= {fl(a) == fka) = 0} est un sous-ensemble fini de P"(F) et

V(@ N {Xy=0} =0. On décrit un algorithme qui décompose V &
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ensembles constructibles W deux a deux disjoints qui vérifient:

1) Les degrés des équations et des inéquations qui définissent W sont bornés par

50((nd)2”2).

2) Le nombre D des solutions est constant sur W.
3) Pour chaque W, lalgorithme calcule de polynémes x,v1,...,¢, € F(uy,...,u,)[Z] de
degrés inférieurs ou égale a D. Toute spécialisation des parametres a € W vérifie:

- Aucun des dénominateurs des coefficients de x, 91, ..., %, ne s’annule en a.

- Les degrés des coefficients de x,v1,...,%, par rapport a wui,...,u, sont bornés par
60((nd)™").

- Pour toute solution (&, ...,&,) € P"(F) du systéme homogene fl(a) = ... = féa) =0, il

existe une racine  de x(¥ € F[Z] vérifiant:
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Cet algorithme calcule les U-Résultants des variétés V(@ d’une manitre générique, il utilise
I’élimination de Gauss et le Shape lemma sous forme paramétrique.

N.B: On peut produire un algorithme qui cherche toutes les solutions ( méme les solutions a
I'infini ).

Une telle décomposition de V se trouve dans les travaux de Grigoriev et Vorobjov
(2000), leur algorithme calcule une base de Grébner paramétrique du systéme (f1,..., fi)
avec une complexité simplement exponentielle en n.

Schost (2002) a décrit une telle représentation des solutions qui est valable seulement pour un
hypersurface de I’espace des parametres P avec la méme borne de complexité. Citons encore
les travaux de Weispfenning (1990); Gao et Chou (1992); Lazard et Rouillier (2004).



